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若整数 , ,a b c满足 2 2 2a b c+ = ，称{ }, ,a b c 为一组（广义）勾股数组，如果

勾股数组写成向量形式 ( , , )a b c ，则称该向量为一个勾股向量。 
1970 年，Hall[1]构造了如下三个有趣的矩阵，得到了如下的定理 1： 

定理 1：设 1F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2F =
1 2 2

2 1 2
2 2 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3F =
1 2 2
2 1 2

2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

( , , )a b c 是任意一勾股向量，即 2 2 2a b c+ = ，则 ( , , )a b c 1F ， ( , , )a b c 2F ，

( , , )a b c 3F 仍然为勾股向量。 
一般地，一个 3 阶整数方阵 A 如果满足：（1）如果α = ( , , )a b c 是任意的一

个勾股向量，那么 β = ( , , )a b c A仍然是一个勾股向量；（2） A 2 =1。则称方阵

A为一个勾股矩阵。 
记T 是所有的勾股矩阵构成的集合，即T ={ }3 3,F F Z F×∈ 是勾股数矩阵 。

容易验证定理 1 的三个勾股矩阵 1F  、 2F 和 3F 的行列式都等于 1，也就是说，

1F  、 2F 和 3F 都是勾股矩阵，即 1F T∈ ， 2F T∈ ， 3F T∈ 。 
牛普选在文[2]中给出了一个 3 阶整数方阵 A T∈ 的充要条件，有如下的定

理 2： 

定理 2：设 B =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，那么 3 阶整数方阵 A T∈ 的充要条件是

'ABA B= 。 
本文给出了所有的勾股矩阵构成的集合T 的表示。 

1        一些准备工作： 
定义 1：若 , ,a b c满足 2 2 2a b c+ = ，且 , ,a b c互素，我们称{ }, ,a b c 为一组本

原勾股数组，对应的向量为一个本原勾股向量。 
显然我们有如下的引理： 
引理 1：如果α = ( , , )a b c 是任意的一个本原勾股向量，那么 ,a b之中必有一

个是奇数，一个是偶数，而c必是奇数。 
引理 2：一个 3 阶整数方阵 A T∈ 的充要条件是 A 满足：（1）如果

α = ( , , )a b c 是任意的一个本原勾股向量，那么 β = ( , , )a b c A仍然是一个本原勾股

向量；（2） A 2 =1。 
记G 是所有满足下列两个条件的 3 阶整数方阵 A的集合：（1） A T∈ ；

（ 2 ） 如 果 任 意 一 个 b 是 偶 数 的 本 原 勾 股 向 量 α = ( , , )a b c ， 那 么

( )', ', 'a b c = ( , , )a b c A仍然是一个本原勾股向量，而且 'b 是偶数。则有G T⊂  。 
2      G 的表示： 
        引理 3： T 关于矩阵乘法构成一个群； 



        定理 3： A T∈ 的充要条件是 A ' T∈ 。 
由定理 2 容易推得定理 4 成立。 
定理 4：设 A = ( )ija 3 3Z ×∈ ，则 A T∈ 的充要条件是 ija 满足下面的方程组的

整数解： 

( )
( )
( )
( )
( )

2 2 2
11 21 31

2 2 2
12 22 32

2 2 2
13 23 33

11 12 21 22 31 32

11 13 21 23 31 33

12 13 22 23 32 33

1 (1)
1 2

1 3
4
5
6

a a a
a a a

a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

⎧ + − =
⎪ + − =⎪
⎪ − − + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + =
⎪

+ =⎪⎩

             

定理 5：设 A = ( )ija 3 3Z ×∈ ，且 A G∈ ，那么 33a =
,

max iji j
a ； 

证明：由于G T⊂ ，而 A G∈ ，所以 A T∈ 。由定理 4 知，上面的等式

（1）~（6）式成立。 
由等式（3）可得 33a ≥ 13a ， 33a ≥ 23a ， 33a ≥ 1；             （7） 
又 A T∈ 可得 A ' T∈ ， 
所以  33a ≥ 31a ， 33a ≥ 32a ；                                                 （8） 
当 11 12 21 22a a a a、 、 、 都不等于 0 时：  
则由（1）可得 31a ≥ 11a ， 31a ≥ 21a ；                                  （9） 

由（2）可得 32a ≥ 12a ， 32a ≥ 22a ；                                     （10） 

由（7）、（8）、（9）和（10）可得 33a =
,

max iji j
a 成立。 

当 11 21a a、 中至少一个等于 0 而 12 22a a、 都不等于 0 时： 12 22a a、 都不等于

0，由（2）可以推出不等式（10）成立； 11 21a a、 中至少一个等于 0，可以推出

1max ii
a =1，而 33a ≥ 1，此时必有 33a ≥ 1max ii

a  ；由不等式（7）、（8）、

（10）和 33a ≥ 1max ii
a 可得 33a =

,
max iji j

a 成立。 

当 12 22a a、 中至少一个等于 0 而 11 21a a、 都不等于 0 时： 11 21a a、 都不等于

0，由（1）可以推出不等式（9）成立； 12 22a a、 中至少一个等于 0，可以推出

2max ii
a =1，而 33a ≥ 1，此时必有 33a ≥ 2max ii

a  ；由不等式（7）、（8）、

（9）和 33a ≥ 2max ii
a 可得 33a =

,
max iji j

a 成立。 

当 12 22a a、 中至少一个等于 0 并且 11 21a a、 中至少一个等于 0 时： 11 21a a、 中

至少一个等于 0，可以推出 1max ii
a =1，而 33a ≥ 1，此时必有 33a ≥ 1max ii

a ；

12 22a a、 中至少一个等于 0，可以推出 2max ii
a =1，而 33a ≥ 1，此时必有

33a ≥ 2max ii
a  ；由不等式（ 7 ）、 33a ≥ 1max ii

a 和 33a ≥ 2max ii
a 可得

33a =
,

max iji j
a 成立。 

定 理 6 ： 设 A = ( )ija 3 3Z ×∈ ， 且 A G∈ ， 那 么 iia ≡ 1 （ mod 2 ）

( 1,2,3i = ), ija ≡0（mod 2）( i j≠ , 1,2,3i = , 1,2,3j = )。 



证明：由 A G∈ 知，上面的等式（1）~（3）式成立。 
由 2 2 2

13 23 33 1a a a− − + = 可得， 33a ≡ 1（mod 2）， 13a ≡ 0（mod 2）， 23a ≡ 0
（mod 2）。又 A T∈ 可得 A ' T∈ ，因此 31a ≡ 0（mod 2）， 32a ≡ 0（mod 2）。

设α = ( , , )a b c 是任意一个b 是偶数的本原勾股向量，由引理 1 可得 ,a c 是奇数；

由于 A G∈ ，所以 ( )', ', 'a b c = ( , , )a b c A仍然是一个本原勾股向量，而且 'b 是偶

数，由引理 1 可得 ', 'a c 是奇数；由b 是偶数， 31a ≡0（mod 2）和 a 是奇数，以

及 'a = 11 21 31aa ba ca+ + 可得 11a ≡ 1（mod 2）。由 11a ≡ 1（mod 2）、 31a ≡ 0（mod 

2）及等式（1）可得： 21a ≡0（mod 2）。由 a 是奇数，b 是偶数， 32a ≡ 0（mod 

2），以及 'b = 12 22 32aa ba ca+ + 可得： 12a ≡ 0（mod 2）。由 12a ≡ 0（mod 2）、

32a ≡ 0（mod 2）及等式（2）可得： 22a ≡ 1（mod 2）。综上，有 iia ≡ 1（mod 

2）( 1,2,3i = ), ija ≡0（mod 2）( i j≠ , 1,2,3i = , 1,2,3j = )成立。 
推论 1：（1）G 关于矩阵乘法构成一个群； 

（2）G 是T 的一个子群。 
证明：（1）任意 A 、 B G∈ ，显然有 A 、 B T∈ ，所以 A * B T∈ ；设

α = ( , , )a b c 是任意一个b 是偶数的本原勾股向量，由于 A G∈ ，所以 ( , , )a b c A也

是一个第 2 个元素是偶数的本原勾股向量，又 B G∈ ，所以 ( , , )a b c A B 也是一

个第 2 个元素是偶数的本原勾股向量，因此有 A * B G∈ ，即G 对于矩阵乘法运

算封闭。显然矩阵乘法运算满足结合律。且 3 阶单位阵就是G 中的单位元。 
下面证明G 对于矩阵逆封闭。 
任 意 A G∈ ， A = ( )ija 3 3Z ×∈ ， 由 定 理 6 有 ： iia ≡ 1 （ mod 2 ）

( 1,2,3i = ), ija ≡0（mod 2）( i j≠ , 1,2,3i = , 1,2,3j = )成立。设α = ( , , )a b c 是任

意一个b 是偶数的本原勾股向量，设 ( )', ', 'a b c = ( , , )a b c 1A− ，由于 A  T∈ ，T 关

于矩阵乘法构成一个群，所以 1A− T∈ ，从而 ( )', ', 'a b c 是本原勾股向量。由引理

1 可得 ', 'a b 中一个是奇数，一个是偶数。由于 ( , , )a b c 是任意一个b 是偶数的本

原勾股向量，根据引理 1 可得 a 是奇数。由 ( )', ', 'a b c = ( , , )a b c 1A− 得

( , , )a b c = ( )', ', 'a b c A，可以推出 11 21 31' ' 'a a a b a c a= + + ，由于 a 是奇数， 21 31,a a

是偶数，故 'a 是奇数，从而 'b 必是偶数，即 ( )', ', 'a b c = ( , , )a b c 1A− 是第 2 个元素

是偶数的本原勾股向量，因此 1A− G∈ 。 
综上G 关于矩阵乘法构成一个群； 
（2）由G T⊂ ，G 关于矩阵乘法构成一个群，可以推出G 是T 的一个子

群。 
2        iG 的表示 

定理 7：记 1G = {A A = ( )ija 3 3Z ×∈ ，且 A G∈ ，且
,

max iji j
a =1 } ，则：

1G ={ 1D = [1,1,1]diag ， 2D = [ 1,1,1]diag − ， 3D = [1, 1,1]diag − ， 4D = [1,1, 1]diag − ，

5D = [ 1, 1,1]diag − − ， 6D = [ 1,1, 1]diag − − ， 7D = [1, 1, 1]diag − − ，

8D = }[ 1, 1, 1]diag − − − 。 

证明：由定理 5 和定理 6 知，若 A G∈ ，且
,

max iji j
a =1，则 A只能是下列矩

阵 之 一 ： 1D = [1,1,1]diag ， 2D = [ 1,1,1]diag − ， 3D = [1, 1,1]diag − ，



4D = [1,1, 1]diag − ， 5D = [ 1, 1,1]diag − − ， 6D = [ 1,1, 1]diag − − ， 7D = [1, 1, 1]diag − − ，

8D = [ 1, 1, 1]diag − − − 。又容易验证 ( 1,..,8)iD i = G∈ ，所以定理 7 成立。 

定理 8：设 A = ( )ija 3 3Z ×∈ ，且 A G∈ ，且
,

max iji j
a =3，则：  33a =3，

31a = 32a = 13a = 23a = 12a = 21a =2， 11a = 22a =1。 

证明：由定理 6 知，若 A G∈ ，且 A G∈ ，且
,

max iji j
a =3 ，则： 

33a =
,

max iji j
a =3。由 A G∈ 知，上面的等式（1）~（3）式成立。由等式（3）知

13a = 23a =2 成立。又 A T∈ 可得 A ' T∈ ，从而 31a = 32a =2 成立。由定理 5 可得

11a 和 22a 只能是 1 或 3；又 13a = 23a = 31a = 32a =2，及由等式（1）和（2），

我们可推得 11a = 22a =1。此时必有 12a = 21a =2。综上，定理 8 成立。 
 
定理 9：记 3G ={A A = ( )ija 3 3Z ×∈ ，且 A G∈ ，且

,
max iji j

a =3 }， 

1F  =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， iD ( )1,..,8i = 如定理 7 所示。则： 

3G  ={ }1 1 1, ,i j i jA A D F D D G D G= ∈ ∈ 。 

证明：任意的 iD ( )1,..,8i = 和 jD ( )1,..,8j = ，由定理 7 得 iD 和 jD 都

G∈ ；容易验证 1F G∈ ；由推论 1（1）可推得 1i jD F D G∈ 。又容易验证矩阵

1i jD F D 元 素 的 绝 对 值 最 大 等 于 3 。 所 以 对 任 意 的 iD ( )1,..,8i = 和

jD ( )1,..,8j = ， 1i jD F D ∈ 3G 。 

另 外 一 方 面 ， 如 果 A ∈ 3G ， 则 ：  33a =3 ， 11a = 22a =1 ，

31a = 32a = 13a = 23a = 12a = 21a =2。 
对于 A，一定存在 iD 和 jD ，使得矩阵 i jD AD （记矩阵 i jD AD 为C ，并设

C = ( )ijc ）的第 1、2 列 6 个元素中最多有两个元素小于 0，而且这些小于 0 的元

素不在同一行。由于 iD 、 jD 和 1F 都属于 G ，所以 C = i jD AD G∈ ，从而

C ∈ 3G ，故 33c =3， 31c = 32c = 13c = 23c = 12c = 21c =2， 11c = 22c =1。由C G∈

及定理 4 得： 11 12 21 22 31 32c c c c c c+ = ，又C 的第 1、2 列 6 个元素中最多有两个元素

小于 0，而且这些小于 0 元素不在同一行，可得 0ijc > ( )1, 2,3, 1, 2i j= = 。 
对于 C ，一定存在 kD ，使得矩阵 C kD （记矩阵 C kD 为 H ，并设

H = ( )ijh ）的第 1、2 列向量与C 的第 1、2 列向量相同，并且H 的第 3 列向量

最多有 1 个元素小于 0。同样可得 33h =3， 31h = 32h = 13h = 23h = 12h = 21h =2，

11h = 22h =1，以及 11 13 21 23 31 33h h h h h h+ = 。注意到 1ih = 1 0ic > ( )1, 2,3i = ，所以

3ih 0> ( )1, 2,3i = 。从而H = 1F 。 

所以存在 iD 、 jD 和 kD 使得 i jD AD kD = 1F 。令 1P = iD 1− ， 2P =（ jD kD ）
1− ，容易验证 1P 和 2P 都属于 1G ，而 A = 1P 1F 2P 。 



综上有： 3G  ={ }1 1 1, ,i j i jA A D F D D G D G= ∈ ∈ 。 

直接验证就可以得到如下的定理 10。 

定理 10：设 1F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2F =
1 2 2

2 1 2
2 2 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3F =
1 2 2
2 1 2

2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

4F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

，  ( 1,..,8)iD i = 如 定 理 7 所 示 ， 则 1D = 1F * 1
1F − ，

2D = 1F * 1
2F − ， 3D = 1F * 1

3F − ， 4D = 1F * 1
4F − ， 5D = 2F * 1

3F − ， 6D = 2F * 1
4F − ，

7D = 3F * 1
4F − ， 8D = 2F * 1

3F − * 1F * 1
4F − 。 

由定理 9 及定理 10，我们可以得到： 
定理 11：（1） 3G ⊂ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F ； 

（2） 1G ⊂ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F 。 
3        G 的表示 

定理 12：设 1F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2F =
1 2 2

2 1 2
2 2 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3F =
1 2 2
2 1 2

2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

4F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

，任意 A = ( )ija G∈ ，设 A的元素的绝对值最大值为 y ，并且

y 3> ，记 iH = A iF （ 1,..., 4i = ），则一定存在一个 iH ，它的元素的绝对值最大

值小于 y 。 
证 明 ： 由 于 iF （ 1,..., 4i = ） G∈ ， A G∈ ， 所 以 iH = A iF G∈

（ 1,..., 4i = ）。由定理 5 知 A的元素的绝对值最大值为 y = 33a ， 1H 的元素的绝

对 值 最 大 值 为 31 32 332 2 3a a a+ + ， 2H 的 元 素 的 绝 对 值 最 大 值 为

31 32 332 2 3a a a− + + ， 3H 的元素的绝对值最大值为 31 32 332 2 3a a a− + ， 4H 的元素

的绝对值最大值为 31 32 332 2 3a a a+ − 。 
我们先考虑 31a 0≥ ， 32a 0≥ ， 33a 0> 情形。 
由 A G∈ ，可得 'A G∈ ，所以 2 2 2

31 32 33 1a a a− − + = 成立；   由于    33a    
3> ，所以必有 31a 0≠ ， 32a 0≠ ，从而有 31a 0> ， 32a 0> 。因此有 33a 31a> ，

33a 32a> 。所以 2 31a +2 32a -3 33a < 33a 成立。 

由 2 2 2
31 32 33 1a a a− − + = 可 得 33 31a a− = ( )2

321 a+ / ( )33 31a a+ ， 而

( )2
321 a+ / ( )33 31a a+ < ( )32 31 32 33a a a a+ / ( )33 31a a+ 32a= ，从而有 33 31a a− < 32a ，即

33a < 32a 31a+ ，故- 33a < 2 31a +2 32a -3 33a 成立。 
由 2 31a +2 32a -3 33a < 33a 和- 33a < 2 31a +2 32a -3 33a 可得 31 32 332 2 3a a a+ − < y 成

立。即 4H 的元素的绝对值最大值小于 y ，此时定理 12 成立。 
同理可以证明在 31a 0≥ ， 32a 0≤ ， 33a 0> 等情形下，定理 12 仍然成立。 



定理 13：设 1F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2F =
1 2 2

2 1 2
2 2 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3F =
1 2 2
2 1 2

2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

4F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

，则G = L ( )1 2 3 4, , ,F F F F 。也就是说G 是有限生成群。 

证明：显然 L ( )1 2 3 4, , ,F F F F ⊂ G 。 

设任意 A = ( )ija G∈ ，若 33a 3≤ ，则由定理 6 知，要么 33a =1，要么

33a =3。当 33a =1 时，有 A ∈ 1G ，由定理 11 有 A ∈ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F 。当 33a =3

时，有 A∈ 3G ，由定理 11 有 A∈ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F 。 

若 33a 3> ， 则 由 定 理 12 可 知 ， 存 在 1P ， 2P ， ... ， kP （ 其 中

iP ∈ { }1 2 3 4, , ,F F F F ），使得 A ∗ 1P ∗ 2P ∗ ∗ kP 的元素的绝对值最大值 3≤ 。而

A ∗ 1P ∗ 2P ∗ ∗ kP G∈ ，所以 A ∗ 1P ∗ 2P ∗ ∗ kP ∈ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F ，从而

A∈ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F 。 

于是有G ⊂ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F 。 

综上有G = L ( )1 2 3 4, , ,F F F F 。 
推论 2 ：  记 1D = [1,1,1]diag ， 2D = [ 1,1,1]diag − ， 3D = [1, 1,1]diag − ，

4D = [1,1, 1]diag − ， 6D = [ 1, 1,1]diag − − ， 6D = [ 1, 1,1]diag − − ， 7D = [ 1, 1,1]diag − − ，

8D = [ 1, 1, 1]diag − − − ， 1F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2F =
1 2 2

2 1 2
2 2 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

3F =
1 2 2
2 1 2

2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 4F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

。则 

（1）G = L ( )1 2 3 4, , ,F D D D ； 

（2）G = L ( )1 2 4 5, , ,F D D D ； 

（3）G = L ( )2 3 4, , ,iF D D D 。 
证明：只证明（1）成立，其它可以类似证明。 
显然 L ( )1 2 3 4, , ,F D D D ⊂ G 。 

任意 A = ( )ija G∈ ，由定理 13 有 A ∈ L ( )1 2 3 4, , ,F F F F ，又根据定理 10 有

2D = 1F * 1
2F − ， 3D = 1F * 1

3F − ， 4D = 1F * 1
4F − ，从而有 2F = 2D 1− * 1F ，

3F = 3D 1− * 1F ， 4F = 4D 1− * 1F 。所以 A∈ L ( )1 2 3 4, , ,F D D D 。 

综上，G = L ( )1 2 3 4, , ,F D D D 成立。 
4       T  的表示 

定 义 2 ： 设 H 是 有 限 生 成 群 ， 1 2, ,..., nX X X 满 足 ： H = L
（ 1 2, ,..., nX X X ），我们称 1 2, ,..., nX X X 为 H 的一个生成元组。若 1 2, ,..., nX X X



是 H 的一个生成元组，并且是元素最少的一个生成元组，我们称 1 2, ,..., nX X X
为H 的一个极小生成元组，n称为H 基数，并记n = ( )d H 。 

定理 14 ：记 1D = [1,1,1]diag ， 2D = [ 1,1,1]diag − ， 3D = [1, 1,1]diag − ，

4D = [1,1, 1]diag − ， 6D = [ 1, 1,1]diag − − ， 6D = [ 1,1, 1]diag − − ， 7D = [1, 1, 1]diag − − ，

8D = [ 1, 1, 1]diag − − − ， 1F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2F =
1 2 2

2 1 2
2 2 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

3F =
1 2 2
2 1 2

2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，  4F =
1 2 2
2 1 2
2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

， 9D =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 则

T = L ( )1 2 4 9, , ,F D D D 。也就是说T 是有限生成群，且 ( )d T ≤ 4。 

证明：容易验证 9D T∈ ，所以 L ( )1 2 4 9, , ,F D D D ⊂ T 。 

由于 3D = 9D 2D 9D ，所以G = L ( )1 2 3 4, , ,F D D D ⊂ L ( )1 2 4 9, , ,F D D D 。 

设任意 A = ( )ija T∈ ，设 ( ), ,x y z = ( )3, 4,5 A。则 ,x y 中一个是奇数，一个是

偶数。 
（1） x 是奇数， y 是偶数时： 
 由 ( ), ,x y z = ( )3, 4,5 A 得： 12 22 323 4 5y a a a= + + 。由于 y 是偶数，所以

12 32,a a 要么同是奇数，要么同是偶数。 
设 ( , , )a b c 是任意一个b 是偶数的本原勾股向量，记 ( )', ', 'a b c = ( , , )a b c A，

则 ( )', ', 'a b c 也是本原勾股向量。由于 ( , , )a b c 是任意一个b 是偶数的本原勾股向

量，所以 ,a c 都是奇数。由 12 22 32'b aa ba ca= + + ，b 是偶数， 12 32,a a 要么同是奇

数，要么同是偶数，以及 ,a c 都是奇数，可得 'b 是偶数。所以 A ∈ G ，从而

A ∈ ( )1 2 3 4, , ,F D D D 。 又 L ( )1 2 3 4, , ,F D D D ⊂ L ( )1 2 4 9, , ,F D D D ， 所 以

A∈ L ( )1 2 4 9, , ,F D D D 。 
（2） y 是奇数， x是偶数时： 
令 ( )', ', 'x y z = ( ), ,x y z 9D = ( )3, 4,5 A 9D ，有 'x 是奇数， 'y 是偶数。由

A T∈ ， 9D T∈ 得 A 9D T∈ ， 因 此 A 9D ∈ L ( )1 2 4 9, , ,F D D D ， 从 而

A∈ L ( )1 2 4 9, , ,F D D D 。 

综上，有T ⊂ L ( )1 2 4 9, , ,F D D D 。 

因此有T = L ( )1 2 4 9, , ,F D D D ，且 ( )d T ≤ 4 成立。 

推论 3：T = L ( )1 2 4 9, , ,F D D D = L ( )1 3 4 9, , ,F D D D = L ( )1 2 4 9, , ,F F F D  

= L ( )1 3 4 9, , ,F F F D = L ( )2 3 4 9, , ,F F F D 。 
5   勾股向量 的表示 

定义 3：如果正整数 , ,a b c 满足： 2 2 2a b c+ = ，且 , ,a b c 互素，并且 b 是偶

数，我们称{ }, ,a b c 为一组规范本原勾股数组，对应的向量为一个规范本原勾股

向量。 



记W = { }{ }1 2
1 2 1 2 3, , , , , 0ntt t

n i i iA A X X X X F F F t Z t= ∈ ∈ ≥ ，显然W ⊂ G 。 

引理 4：设 ( , , )a b c 是任意一个规范本原勾股向量，并且 5c ≥ ，则存在惟一

的 A ∈W ，使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A。另外，任意 A ∈W ，则 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A
为规范本原勾股向量，并且 5c ≥ 。 

注：引理 4 我们将在另一文进行发表。 
引理 5： ( )1,0,1 = ( )3, 4,5 1

1F − 。 

定理 15：设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量，并且 5c ≥ ，则存在惟一的

一组矩阵 A，C （ A∈W ，C ∈ 1G ），使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A C 。 

证明：先证明存在性：设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量，并且 5c ≥ 。

显然存在C ∈ 1G ，使得 ( , , )a b c C 为规范本原勾股向量，由引理 4 可得，存在

A ∈ W ， 使 得 ( , , )a b c C = ( )3, 4,5 A 。 注 意 到 C 1− = C ， 所 以 有

( , , )a b c = ( )3, 4,5 A C 成立。 

再证明惟一性：假设 1A ∈W ， 1C ∈ 1G 也使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 1A 1C 成立，则

有 ( )3, 4,5 A C = ( )3, 4,5 1A 1C ， 因 此 ( )3, 4,5 A = ( )3, 4,5 1A 1C C 。 设

( )3, 4,5 A ( ), ,x y z= ， ( )3, 4,5 1A ( )1 1 1, ,x y z= ，由引理 4 知 0, 0, 0x y z> > > ，

1 1 10, 0, 0x y z> > > ，而 1C C 为主对角线元素是 1 或 -1 的对角矩阵，所以

( )3, 4,5 A = ( )3, 4,5 1A ，再由引理 4 得 A = 1A ，从而 1C C = 3E （3 阶单位阵），故

1C =C 。惟一性得到证明。 
由引理 5 和定理 15 可以得到如下的定理： 
定理 16：设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量，则存在惟一的一组矩阵 A，

C （ A∈W 或者 A = 1
1F − ，C ∈ 1G ），使得 ( , , )a b c = ( )3, 4,5 A C 。 

推论 4：（1）设 ( , , )a b c ， ( ', ', ')a b c 是任意两个本原勾股向量，则 存在

A，C ， 1A ， 1C （ A ∈W 或者 A = 1
1F − ， 1A ∈W 或者 1A = 1

1F − ，C ， 1C ∈ 1G ），

使得 ( ', ', ')a b c = ( , , )a b c C A 1−
1A 1C 。 

（2）设 ( , , )a b c ， ( ', ', ')a b c 是任意两个本原勾股向量，则 存在 A ∈ T ，使

得 ( ', ', ')a b c = ( , , )a b c A。 
（3）设 ( , , )a b c 是任意一个本原勾股向量， ( ', ', ')a b c 是任意一个勾股向

量，则 存在 A∈ T 及 p Z∈ ，使得 ( ', ', ')a b c = p ( , , )a b c A。 
（4）设 ( , , )a b c 是任意一个不为 0 的勾股向量， ( ', ', ')a b c 是任意一个勾股

向量，则 存在 A∈ T 及 p Z∈ 和q Z∈  ，使得 ( ', ', ')a b c = p
q

( , , )a b c A。 


